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APSTRAKT: 

 i sa 
velikim brojem kvalitetnih podloga za izradu modela, nije lako napraviti dobro izbalansiran model. Posle 

verzija programa pod nazivom MODFLOW-USG. Ova verzija programa koristi 

sku kalibraciju kakav je PEST, program MODFLOW kao 

  
 

  
       metoda Null Space Monte Carlo,  

 
ABSTRACT: Representativeness of hydrodynamic model is an extremely important issue, given that 
based on the results of model forecasting calculations often bring project solutions or study conclusions 
which may cause considerable material damage and often human in case of poorly developed model. 
Having a large number of high-quality data for the development of models, it is not easy to make a well-
balanced model. After for almost three decades of development of code MODFLOW, making a complex 
models require a large number of model cells in the context of the so-called "structured grid", which 
results time-consuming calculations during model calibration. This problem can be solved using the 
PEST code and its various modules that use the processing power of other computer (connected via the 
Internet or a network) or by using the techniques of the Singular Value Decomposition (SVD) with the 
necessary uncertainty analysis, using for example Null Space Monte Carlo method. In early 2013, it was 
created a new version of the code, called MODFLOW-USG. This version of mentioned code uses 
"unstructured grid", which provided precise setting of boundary conditions on the model and make the 
model grid with smaller cells only in the zones of interest within the study area covered by the model. On 
this way, with the support of code for automatic calibration as it PEST, MODFLOW code as the industry 
standard for groundwater modeling has enabled the raising of representativeness of hydrodynamic 
models. 
 
Key words: MODFLOW, unstructured grud, PEST, Singular Value Decomposition,  

     Null Space Monte Carlo method 
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UVOD 
 
 U modularnom pristupu savremenim softverima iz oblasti modeliranja podzemnih voda, MODFLOW 
obavlja zadatke u okviru tzv. procesing modula. Danas predstavlja industrijski standard u oblasti 3D modeliranja 

(MODFLOW-88 i MODFLOW-
u u 

diskretizaciju prostora kroz koncep
-2005. U osnovi, 

radi se verziji MODFLOW- kalibraciju modela, dok su dodati novi 

u 
modula koristi, MODFLOW-2005 se deli na MODFLOW-NWT i MODFLOW-CFP.  
Verzija MODFLOW-NWT nastaje upotrebom modula UPW, koji je zamena za ranije pomenute BCF, LPF i HUF 

MODFLOW-NWT su brojna i kompleksna.  
 Verzija MODFLOW-

-Poiseuille jedn -

 
MODFLOW-USG. Ova verzija programa MODFLOW uvodi 

nov i revolucionaran pristup modeliranju 
podzemnih voda.  
U radu su prikazane sugestije kolegama 

podzemnih voda nastalih na osnovu 

podzemnih voda Departmana za 
hidrogeologiju Rudarsko-
u Beogradu u izradi gotovo 500 

 
Pored prikaza osnovnih karakteristika nove 
verzije programa MODFLOW ilustrovanih na 
primerima iz prakse, date su naznake 

 
primenom programa PEST koji predstavlja 
industrijski standard za rad na inverznim 
modelima. U radu su prikazani i moduli za 

predstavljanjem namenski izvedenog 

tehnika tzv. pojedina
parametara (SVD) koja se koristi za 

kao i opis potkrepljen primerom primene Null 
Space Monte Carlo metode u oceni 

 
 Izrada modela izvodi se etapno 

(fazama) (slika 1): 

 

 
FORMIRANJE MODELA 

 
Hidroge

 geologije 

 
Slika 1. Etape  

Figure 1. Development phases of hydrodynamic model 
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(petrologije, sedimentologije, strukturne geologije i dr.), hidrogeologije, hidrologije, hidraulike i dinamike 

osnova iz hemije, hidrohemije, termodinamike i geotermalne energije. 
 

zavisnosti od stanja pijezometarskog nivoa u modelskim 

slobodnim nivoom ili strujanje pod pritiskom.   
 

modelskim slojevima. Na slici 1a prikazan je primer simulacije strujanja pod pritiskom u pijezometru koji odgovara 

ulaznih podataka. 
 

 
Slika 2a. Rezultat dobro kalibracije modela (uslovi strujanja podzemnih voda pod pritiskom) 

Figure 2a. The result of a good calibration model (conditions of confined aquifer) 
 

 
Slika 2b. Rezultat dobro kalibracije modela (uslovi strujanja podzemnih voda sa slobodinm nivoom) 

Figure 2b. The result of a poor calibration model (conditions of unconfined aquifer) 
 

Diskretizacija prostora 
 
 

zi i 1.000.000 (slika 3). Oblik 

i trostrane prizme.  
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su analizirane u strujnom polju: 200x200 m, 100x100 m, 50x50 m, 25x25 m i 10x10 m. Na slici 4 prikazane su 

 
 

 
Slika 3. Prikaz diskretizacije u planu   

Figure 3. Space discretization (  
 
 

 
Slika 4. homogena diskretizacija 

200 m x 200 m; b) homogena diskretizacija 100 m x 100 m; c) homogena diskretizacija 50 m x 50 m; d) 
homogena diskretizacija 25 m x 25 m 

Figure 4. The density of the grid of discretization (study area -  
a) homogeneous space discretization - 200 m x 200 m; b) homogeneous space discretization - 100 m x 100 m; c) 

homogeneous space discretization - 50 m x 50 m; d) homogeneous space discretization - 25 m x 25 m 
 
 
Na slici 5 prikazana je izvedena analiza uticaja promene 

rast analiziranih 

kvalitet i kvantitet ulaznih podataka, kao i cilj izrade modela! 
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Slika 5.  

 
Figure 5. Analysis of the impact of the model cells size comparison to the number of active cells,  

the number of iterations and the length of the calculations 

 
 MODFLOW-USG 

 

programa MODFLOW- je koje ne 

 
 

 
Slika 6. Zo  

 i primenom programa MODFLOW-USG (b) 
Figure 6. The zone of increasing interest by applying classical MODFLOW code (a) 

 and MODFLOW-USG code (b) 

 
-

CPF karakteristike programa MODFLOW-
-

USG, a na slici 8, rezultat kalibracije takvog modela. 
-
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ude 
 

 Program MODFLOW-

ih 
zapremina za posledicu imaju da je 
programaMODFLOW, pa MODFLOW-  
 

 
Slika 7.  

-USG 
Figure 7. An example of unstructured-grid discretization 

 (river banks and collector wells) in the MODFLOW-USG code 
 

 
Slika 8. Primer primene MODFLOW-USG modela na primeru bunara  

sa horizontalnim drenovima RB-  
Figure 8. An example of accuracy using MODFLOW-USG code in the case of  

-  
 

 Diskretizacija vremena 
 

Kod nestacionarne simulacije, pored diskretizacije prostora neophodno je izvesti i diskretizaciju vremena. 
Kalibracija modela u nestacionarnim uslovima je zahtevnija i dugotrajnija, ali dobijeni model vernije preslikava 

mnih voda u analiziranoj strujnoj oblasti. 
 

 
menjaju. 



R  prikaz savremenih tehnika u izradi i etaloniranju modela  
 

39 
 

 

 
Slika 9.  

a) t=180 dana; b) t=90 dana; c) t=30 dana; d) t=10 dana 
Figure 9. Changes in the curve of groundwater levels comparison to the size of time discretization:  

a) t=180 b) t=90 days c) t=30 days d) t=10 days 
 
 
se razmatra  

 
 Na istom primeru kao i kod analize vezane za prostornu diskretizaciju, izvedena je analiza uticaja izbora 

tar 
vremanskog perioda od godinu dana, analizirani su 
vremenski koraci od 180, 90, 30, 15, 10, 5 i 1 dan. 
Prikazani rezultati analize na slici 10 ukazuju da 

S
izabranom pijezometru gde je za vremenski korak od 1 
dana vrednost pijezometarskog nivoa u pijezometru 

 
 
 
 
 
 

Tabela 1. Generalna preporuka izbora  
  vremenskog koraka kod diskretizacije  
  vremena  

Table 1. General recommendation for selection  
of the time step discretization  

Vremenski period Vremenski korak 
decenijski niz godina / mesec 

 mesec / dan 
 dan 
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Slika 10.  

 
Figure 10. Analysis of the impact of the time step size comparison to the length of the calculations, the overall 

error and the estimated groundwater level in the selected piezometer 
 

 
 

etalo Dirichlet-ov, Neumann-ov i Cauchy-ev) proistekla iz 
program 

 
 

simulacijama. Ovi retki 

 TMR); ili u izuzetnim uslovima 

o razlike pritiska na granici i unutar modela.  
 Na slici 11 prikazana je razlika u strujnim slikama i korelacionim zavisnostima nivoa podzemnih voda u 

hidrodina
 

 
Etaloniranje modela 

 
Proces etaloniranja (kalibracije) 

 
da li je model zaista kalibrisanom sa optimalnim skupom parametara. 

eba za efikasnijim pristupom 

kriterijum, odnosno c
modelu. Industrijski standard za automatsku kalibraciju modela je program PEST. Na osnovu zadatih kriterijuma, 
PEST menja parametre modela sve dok se izlazni rez

Gaus-Markar-
merenih podataka i rezultata simulacije modela). Brojnim parametrima mogu se odrediti njihove optimalne 
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intenziteta infiltracije i evapotranspiracije, dubine evapotranspiracije, proticaje ili pijezometarske nivoe, 
 

 

 
Slika 11.  

 strujnice i ekvipotencijalne linije sa rezultatom kalibracije; b) i 
  strujnice i ekvipotencijalne linije sa rezultatom kalibracije 

Figure 11. Presentation of the application boundary conditions in the MODFLOW code: 
 a) and c) river boundary condition - streamlines and equipotential lines with a results of model calibration; b) and 
d) constant potential boundary condition - streamlines and equipotential lines with a results of model calibration 

 
 

oblik zona prostorne distribucije nekog parametra koje se ne menjaj

13a). 
 omatska, bazira 

 
  

poklapanja modela sa prirodom, 
  
 prave se prognozni  
  

 
 

 Da li je analizirana strujna oblast u prirodi zais  
modelu? 

  
 

parametara u njima? 
  

 
  

pokazuju prosto  
parametera. 

  
  

 
 

kvantifikovati? 
i reprezentativnost modela?
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Primena programa PEST sa opcijom regularizacije parametara 
 

 

odnosno regulisanje prostorne distribuci  
 
postavkama: 

  
 koristi se veliki broj parametara;  
 sami  
  

komandi, 
  se obavlja tako da se  

postigne  
 

avilu 

  

 
 

 
Slika 12.  

-  
-  

Figure 12.  
 

 
Rezultat primene programa PEST sa opcijom regularizacije u automatskoj kalibraciji modela daje rezultat 

(Doherty 2010). Na slici 13 prikazani su rezultat konvencionalne kalibracije modela (manuelne ili automatske) i 
kalibracija preko programa PEST sa regularizacijom. 

 
koeficij

odnosno 30.182 zone sa paramterima uskladi
u okviru sedam modelskih slojeva ukupno izdvojeno 106.904 zone sa vrednostima horizontalne, odnosno 68.301 
zona sa vrednostima vertikalne komponente koeficijenata filtracije, dok je za specif
71.034 zone. 
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Slika 13. Prikaz rezultata automatske kalibracije modela primenom konvencionalnog programa PEST (a, c, e) i 

PEST-
distribucija vrednosti koeficijenta filtracije u sedmom modelskom sloju, rezultat etaloniranja modela - karta 

 
Figure 13. Results of automatic model calibration - 
2015): using the standard PEST(a, c, e); using the PEST with regularization (b, d, f); a) and b) spatial distribution 
of hydraulic conductivity values; c) and d) model calibration - the map of groundwater levels; e) and f) correlation 

dependence between registered and calculated groundwater levels in piezometers 

 
 

  
 datka, automatski se uvodi heterogenost parametara  

u strujnoj oblasti na lokacijama gde je to potrebno, 
  

PEST, 
  

 
 enosti modela, a u vezi sa tim mogu se postaviti adekvatni  
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 Ocena kvaliteta izvedenog etaloniranja modela 
 

nja, karakteristika modela, znanja, objektivnosti i iskutva autora modela, 
itd.  

 
kalibracije.  

 Pod kvalitativnim kriterijumima etaloniranja model dobijene na 

vremenski presek i iste uslove na terenu (slika 14). U okviru analize strujne slike kod modela strujanja podzemnih 
voda, porede se: oblici hidroizohipsi (hidroizobata), smerovi  kretanja podzemnih voda, pojava pozitivnih ili 

dreni

 
 

 
Slika 14: Prikaz hidroizohipsi registrovanih u prirodi i dobijenih modelom  

 
Figure 14. Map of the hydro-isohypses registered and calculated  

 

 

 srednje vrednosti reziduala, apsolutne srednje vrednosti reziduala, 

 
Reziduali se analiziraju i preko histograma normalne raspodele. Na slici 15a je prikazan primer dobrog 

poklapanja reziduala po normalnoj raspodeli, dok je na slici 15b prikazano veliko rasipanje reziduala - 
 

ijumi odnose se na vrednosti pijezometarskog pritiska u strujnom polju. 

kriterijum bilansa podzemnih voda. Preporuka je da razlika u bilansu podzemnih voda za ceo model ne bi trebalo 

od 0,5 %. 
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Slika 15. Prikaz raspodele reziduala: a) dobro etaloniran model na pijezometarske nivoe - normalna raspodela; 

  
Figure 15. The distribution of the residuals: a) good calibrated model - normal distribution;  

b) poor calibrated model 
 

 
 

oma 

 
 

redukcija vremena potrebnog za etaloniranje modela. 
 sku 

 
 

 
Slika 16. -a (http://www.mpassociates.gr) 

Figure 16. An example of connecting computers using Parallel PEST 
 

(kod kolega i sl.) ili se mogu iznajmiti (u inostranstvu) (slika 17). 
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Slika 17. modifikovano,  Schreuder 2009) 
Figure 17. Schematic of parallel computing on the cloud using BeoPEST (modified,  Schreuder 2009) 

 

modeliranje podzemnih voda Departmana za hidrogeologiju Rudarsko-

nestacionarno etaloniranje opi

nivou iteracija podeljen na 10 delova, nejednakog trajanja (faktor 1,2).  

modula Parallel PEST i BeoPEST prikazana je na slici 18.  
 

 
Slika 18. Histogram vremena potrebnog za automatsku kalibraciju modela sa regularizacijom primenom modula 

 
Figure 18. Hystogram of the required time for automatic model calibration with regularization using Parallel PEST 

and Internal BeoPEST:  a) steady-  
 

-
 

 Trajanje nestacionarne automatske kalibraci

 
 Sprovedeni eksperiment pokazao je da upotrebom modula BeoPEST modula u odnosu na modul 

  
 remena automatske kalibracije sa primenom PEST-a sa regularizacijom je 
upotreba tzv. SVD tehnike. 
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sa 

razlaganje parametara modela (Singular value decomposition - 
Doherty E.J., Hunt J.R. and Tonkin J.M. 2011, Doherty E.J. and Hunt J.R. 2010). 

- (Tonkin J.M. and Doherty E.J. 2009). Skup 
- -

-
acije. 

 

vrednosti tokom procesa automatske k

rednosti parametara i dobijanje 
 

 

 
Slika 19.  

 aproksimacije primenom SVD tehnike (Doherty, Hunt 2010) 
Figure 19. An example of the original and the gradual decomposition to obtain a satisfactory  

approximation by applying SVD techniques (Doherty and Hun, 2010) 

 
NULL SPACE MONTE CARLO (NSMC) 

 

tehnike koja je napravljena za rad na kalibrisanim modelima primenom SVD tehnike sa mnogo nepoznatih 
parametara.  
 

nje 

m od 10 generisanih modela i da se analizira samo vrednost 

zadovoljavaju unapred postavljene kalibracione kriterijume. Ovi modeli mogu se koristiti dalje za prognozne 
 

 Na slici 20 prikazane su tri (od deset izvedenih) matrica koje su kao primer primene NSMC tehnike 

podzemnih voda redsp

modelima. 
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Slika 20. Prikaz rezultata primene Null Space Monte 

koeficijenta filtracije u procesu etaloniranja modela 
Figure 20. Results of the Null Space Monte Carlo application: various matrix of hydraulic conductivity in the 

process of model calibrations 
 

 
Slika 21  

Figure 21. The scope of groundwater source yield obtained by using Null Space Monte Carlo techniques 
 
 Primena Null Space Monte Carlo tehnike ima puno opravdanje ako se vrati na definiciju modela koji 

 

 
PARAMETARSKA ANALIZA (ANALIZA OSETLJIVOSTI) 

 

n
neophodno ukazati da autor modela, koliko god dugo radio na modelu, mora ostati objektivan prema svom radu i 

 ukazuje da su rezultati prognoznih 
 

izabrati parametre koje treba testirati. Postoje dve grupe parametara koji se menjaju. U prvu grupu parametara 

 i ekstrapolacionih metoda). Sam proces parametarske 

granicama dok svi ostali parametri modela ostaju nepromenjeni. Ovaj postupak se ponavlja pojedi
 

narnu suimulaciju).  Ova analiza osetljivosti sledi analizu osetljivosti 

el etaloniran, ceo postupak etaloniranja 
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grubljom diskretizacijom.  
lacije - najpe se zadaje 

zadati i precizniji vremenski korak (npr. osnovni vremenski korak je mesec dana, a novi je deset ili nedelju dana, 
ili jedan dan). 

 
Slika 22. Promene u pijezometarskom nivou u zavisnosti od promena vrednosti parametara (simulacija) 

Figure 22. Changes in the groundwater levels depending on changes in the value of the parameters (simulation) 

 
VERIFIKACIJA MODELA 

 
 

(presek) za koji je model kalibrisan. Ova provera kvaliteta kalibracije naziva se verifikacija modela. Stanja 

 
 

 
 

ljeni i 
kalibracija se mora ponovo izvesti. 

 
  

 

osnova iz geologije, hidrogeologije, hidrologije, hidraulike i dinamike podzemnih voda. Za modele koji
simulirati transport materije ili prenos toplote, potrebno je i poznavanje osnova iz hemije, hidrohemije i 

uzrokuju pojavu nestabilnosti 

neophodnost adekvatnog teoretskog znanja potrebnog za izradu modela. 

 
izrade modela. Da bi model bio reprezentativan moraju se pre njegove eksploatacije sprovesti analiza osetljivosti 

 
Problem subjekti

modela. Program PEST predstavlja standard za ovu namenu, a sa opcijom regularizacije parametara modela 

vremena prora  
 

ul Space 

 
 

podzemnih voda Departmana za hidrogeologiju Rudarsko-
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